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Métodos Matemáticos em Engenharia e Ciências da Terra– FCUL – DEGGE 

Série de Exercícios 4 

1) O integral de linha ao longo de uma curva  𝐶 =

{(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]} de um campo vetorial 

𝐹⃗ é  

𝐼 = ∫ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗
𝐶

= ∫ 𝐹⃗(𝑟(𝑡))
𝑡2

𝑡1
∙

𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗⃗

𝑑𝑡
𝑑𝑡. Aplique a 

fórmula anterior para calcular 𝐼 com 𝐹⃗ = 𝐹⃗(𝑥, 𝑦) =

2𝑥 𝑒𝑥 + 4𝑦𝑒𝑦 = (2𝑥, 4𝑦) para o trajeto 𝐶 que une o 

pontos P1=(0,0) a P2=(2,2) (ver fig. anexa). Comece 

por parametrizar a curva 𝑟(𝑡) em função de 𝑡.  

Resposta: 12.  

 

 

 

2)  Use o teorema de Green da circulação para 

calcular o integral cíclico descrito em sentido direto, 

ao longo da curva plana sobre o plano x,y, com a 

sequência de vértices (1,1), (4,1), (4,5), (1,5) do 

campo vetorial: 

 𝐹⃗(𝑥, 𝑦) = 𝑥2𝑦 𝑒𝑥 + (𝑦 − 3)𝑒𝑦. Compare com o 

método direto decompondo o integral cíclico na 

soma de 4 integrais de linha ao longo dos trajetos 

retilíneos que unem os vértices (pontos) 

consecutivos do retângulo. Teorema de Green da 

circulação: ∮ (𝑃𝑒𝑥 + 𝑄𝑒𝑦) ∙ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗
𝐶=𝜕𝐷

= ∮ 𝐹⃗ ∙ 𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗
𝐶=𝜕𝐷

=

∮ 𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐶=𝜕𝐷

= 

∬ (
𝜕𝑄

𝜕𝑥
−

𝜕𝑃

𝜕𝑦
)

𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 = Circulação do campo vetorial 𝐹⃗. 

 

3) O teorema acima permite exprimir a área plana A no 

plano (x,y) de um domínio D cuja fronteira é uma curva 

fechada C definida paramétricamente por 𝐶 =

{(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]} na forma: 

 

𝐴 = ∬
𝐷

𝑑𝑥 𝑑𝑦 =  
1

2
∮ (−𝑦𝑑𝑥 + 𝑥𝑑𝑦

𝐶=𝜕𝐷

)

= ∫ [−𝑦(𝑡)
𝑑𝑥

𝑑𝑡

𝑡2

𝑡1

+ 𝑥(𝑡)
𝑑𝑦

𝑑𝑡
]𝑑𝑡 

Nota: Utiliza-se 𝐹⃗ = −𝑦𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑦 no teorema de 

Green da circulação.  
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a) Utilizando o resultado acima exprima a área delimitada pela curva: 𝐶 = {(sin(𝑡) cos (𝑡), sin (𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 𝜋]} 

(figura anexa). Resposta 2/3. 

 

b) Utilize a referida formulação para determinar a área no interior de uma elipse de raios maior e menor 𝑎, 𝑏 

respetivamente. Comece por escrever a equação da elipse e parametrizar a elipse através de uma  variável 

angular 𝜃 ∈ [0,2𝜋]. 

4)O teorema de Green do fluxo é um corolário do teorema de Green da circulação e exprime o fluxo de um campo 

vetorial bidimensional 𝐹⃗ = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑒𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑒𝑦 no plano (x,y) através de uma curva fechada C descrita em sentido 

direto na forma: 

∮ (𝑃𝑒𝑥 + 𝑄𝑒𝑦) ∙ 𝑛⃗⃗
𝐶=𝜕𝐷

𝑑𝑙 = ∮ 𝐹⃗ ∙ (𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗
𝐶=𝜕𝐷

× 𝑒𝑧) = ∮ (−𝑄𝑑𝑥 + 𝑃𝑑𝑦)
𝐶=𝜕𝐷

= ∬ (
𝜕𝑃

𝜕𝑥
+

𝜕𝑄

𝜕𝑦
)

𝐷
𝑑𝑥 𝑑𝑦 =

∬ 𝑑𝑖𝑣 𝐹⃗
𝐷

𝑑𝑥 𝑑𝑦 = Fluxo para o exterior de C, do campo vetorial 𝐹⃗ onde 𝑛⃗⃗ é o versor normal apontando 

para o exterior e 𝑑𝑙 = ‖𝑑𝑟⃗⃗⃗⃗⃗‖ é o elemento de arco. 

 Utilizando o teorema acima, calcule o 

fluxo de um campo de velocidades:  

𝑣⃗(𝑥, 𝑦) = (5𝑥 + 𝑦)𝑒𝑥 + (𝑥 + 3𝑦)𝑒𝑦  𝑚/𝑠 

através do retângulo de vértices (-1,-2),  

(1,-2), (1,-3) e (-1,3). Resposta: 80 m2/s  

 


